SO GDPT HAI PHONG PE THI OLYMPIC CHUYEN NGUYEN TRAI LAN THU II
TRUONG THPT CHUYEN NAM HOC 2025 - 2026
NGUYEN TRAI MON: TOAN
Thoi gian lam bai: 150 phut
(Dé thi gom ¢6 02 trang)

Céu 1 (2,0 diém)

a) C6 hai hop dung bong. Hop thtr nhit chira 6 qua bong mau d6, dugc danh
s6 tir 1 dén 6; hop thir hai chtra 8 qua bong mau xanh, dugc danh s6 tir 1 dén 8.
Ban Hung rat ngiu nhién mot qua bong tir hop thir nhét, con ban Mai rat ngau
nhién mot qua bong tir hop thtr hai. Hiy tinh xac sudt dé sd trén qua bong ma
Hung chon 16n hon s trén qua bong ma Mai chon.

b) Trong mot nha xuong, ngudi ta st dung mot robot don dep dé cudn gon
mot sg1 day cap dai 6m. Mot dau cta soi day céap duoc ¢ dinh tai diém A cia mot
thiét bi co6 dang tam giac déu canh 1m. Ban dau, robot giit dau con lai cua day tai
diém D sao cho soi day ludn cing va ba diém D, 4, B thang hang theo tht ty d6
(nhu hinh minh hoa). Sau d6, robot di chuyén theo chiéu kim déng ho xung quanh
thiét bi, luon giit cho soi day cing trong sudt qua trinh dé tranh bi réi. Hay tinh
d6 dai quing dudng ma robot di di chuyén cho dén khi soi day cap duoc quan kin
hoan toan quanh thiét bi, biét rang vi tri ctia thiét bj khong thay doi trong sudt qua
trinh robot di chuyén.
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Céu 2 (2,0 diém)

2+2 2+ +2
X y+\/x xyy:x+y

a) Giai h¢ phuong trinh \/ 2 3
\/x2—2y+1+\/y2+2x+1:x+y+1

b) Cho hai s thuc a,b théa min ab+Jab+1+~a’ +bb* +a =0. Tinh

gid tri bidu thicc S =bya* +b +ab’* +a.



Cau 3 (3,0 diém)

Cho tir giac ABCD ndi tiép duong tron tim O sao cho CD khong phai
duong kinh. Puong thang 4D va BC citnhau tai P sao cho A nam giita D va
P, Bnam gitta C va P. Gia sir tam gidc PCD nhon va c6 truc tdm 1a H. Pudng
thang qua H va song song BD cat BC tai E.Puong thing qua H song song
AC cit AD tai F.

a) Goi I 1a giao diém ciia AC va BD. Ching minh rang I4.PC = ID.PA.

b) Goi HE cat AC tai J, HF cét BD tai Q. Ching minh rf?mg JO /I EF.

¢) Puong thang qua E vudng goc BC cat AD tai L, duong thang qua F
vudng goc AD cat BC tai K. Ching minh rang L,0,K thang hang.

Ciu 4 (1,0 diém). Cho céc s6 thuc duong @,b,c. Chirng minh rang

a b b c c a
+ + + >1.
b+c c+a)\c+a a+b)\a+b b+c

Cau 5 (2,0 diém).

a) Cho p 1a mot sb6 nguyén td 1& va cac s nguyén duong a.b,c d6i mot
phan biét théa man cac sb ab+1,bc +1,ca+1 déu chia hét cho p. Ching minh
ring a+b+c>3p+6.

b) Cho 16 diém xép thanh ludi 4x 4 gdm bdn hang, mdi hang c6 bdn diém,
trong d6 khoang cach giira hai diém ké nhau trén cung mot hang hodac mot cot bat
ky déu b'fmg 1 don vi. Hai ban Viét va Nam choi mét tro choi nhu sau: mdi ban
luan phién t6 mau mat diém chua duoc to trong 16 diém da cho, Viét choi truée
va t6 mau do sao cho hai diém d6 bt ky c6 khoang cach khac J5 don vi; Nam

choi sau va t6 mau xanh. Tim so di€ém Ién nhat ma Viét chac chan co thé to6 duoc.
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SO GDPT HAI PHONG DAP AN VA HUONG DAN CHAM

TRUONG THPT CHUYEN  DE THI OLYMPIC CHUYEN NGUYEN TRAI LAN
NGUYEN TRAI THU 11
NAM HOC 2025 - 2026
MON: TOAN
Cau Noi dung Piém
a) C6 hai hop dung bong. Hop thir nhat chira 6 qua bong mau do, dugce danh s tir 1 dén
6; hop thir hai chira 8 qua bong mau xanh, duge danh s tir 1 dén 8. Ban Hung rat ngiu
nhién mot qua bong tir hop thir nhat, con ban Mai rat ngau nhién mot qua bong tir hop
tht hai. Hay tinh x4c suat dé sb trén qua bong ma Hung chon 16n hon s trén qua bong
ma Mai chon.
Mbi ban chon ngiu nhién 1 qua bong do va xanh, nén n(Q) =6.8=48. 0,25
Ta dém s6 trudng hop qua bong ciia Hung chon ¢6 s6 16n hon ctia Mai.
Véi trudng hop Hung chon qua bong sé k (1< k <6) thi sé cach chon ctua Mai
de c6 s6 nho hon 1a £ —1. Do d6 so6 tong so truong hop théamanlal +2 +3 +
4+5=15 0,5
Xéc suat 1a 15 i
48 16 0,25
Caul |b) Trong mot nha xudng, nguoi ta sir dung mot robot don dep dé cudn gon mdt soi day

cap dai 6m. Mat dau cua soi day cap duogc ¢ dinh tai diém A caa mot thiét bi co dang
tam giac déu canh 1m. Ban dau, robot giit dau con lai cta day tai diém D sao cho soi day
luén cang va ba diém D, 4, B thfmg hang theo thtr ty d6 (nhu hinh minh hoa). Sau do,
robot di chuyén theo chiéu kim dong hd xung quanh thiét bi, ludn giit cho soi day cing
trong sudt qua trinh dé tranh bj réi. Hay tinh d¢ dai quang dudng ma robot di di chuyén
cho dén khi soi day cap duoc quén kin hoan toan quanh thiét bi, biét réng vi tri cua thiét
bi khong thay dbi trong sudt qua trinh robot di chuyén.
/ C

D A B




Vi soi dy ludn cing nén quy dao robot di s& 1a nhitng cung tron lién tiép

Cung tron dau tién 14 cung tron 120° cta dudng tron tim A, ban kinh 6m,

quang duong S, = 2?7[.6 =4r.

0,25

Cung tron thir hai 1a cung tron 120° cta duong tron tim C, ban kinh 5m.
Cung tron thir ba 1a cung tron 120° cua dudng tron tim B, ban kinh 4m.

Cung tron thir tu 13 cung tron 120° ctia dudng tron tdm A, ban kinh 3m.

Cung tron thr ndm 1a cung tron 120° ctua duong tron tim B, ban kinh 2m.

Cung tron thir sdu 1a cung tron 120° cta dudng tron tim C, ban kinh 1m.

Va robot két thuc qua trinh di chuyén tai diém A khi soi ddy d4 quan kin hoan

toan quanh may.

0,5

Do d6 d6 dai quang duong robot di la: 2?ﬂ.(6+5+4+3+2+1) =14r.

0,25

Cau 2

2 2 2 2
X +y +\/x +xy+y —x+y

a) Giai hé phuong trinh: \/ 2 3
\/x2—2y+1+\/y2+2x+1 =x+y+1

Diéu kién xac dinh: x> —2y+120 va > +2x+1>0.
T | 2
Co x“+y 25(x+y) .

Va x> +xy+y° Z%(ery)z.

2 2 2 2
+ +xy+
Suy ra \/x 2y +\/x x:f 4 >[x+y[ = x+y.

Dau “=" xdy ra khi va chi khi x=y va x+y>0 hay x=y>0.

0,5

Véi x=y >0, thay vao ta duge: [x—1|+x+1=2x+1< |x-1|=x.

0,25

|x—1|=x<:>{x_1 Sx=—.
x—1l=—

Vay hé phuong trinh c6 nghiém x=y = %

0,25




b) Cho hai s6 thuc a,b théa man ab+~/ab+1++a’ +bAb> +a =0. Tinh gid tri biéu thirc
S :b\/a2 +b +a\/b2 +a.

Co ab++ab+1=—Ja* +bAlb* +a.

Binh phuong hai vé ta duoc
a’bh’ +ab+1+2ab\ab+1=(a’ +b)(b*> +a)=a’b’> +a’ +b’ +ab.

Suy ra 1+2ab\ab+1=a’+b’. 0,25

Co S =b*(a*> +b)+a’(b*> +a)+2ab~a’> +bAb* +a
=2a’h* +a’ +b’ +2ab.(—ab—~ab+1)

=a’+b*—2ab~Jab+1=1. 0,5

T ab+~Jab+1++a* +bAb* +a =0 din dén ab <0.

Vai tro nhu sau gia stt a > 0> b.

avb* +a

Suy ra &* > b, din d&én a*(b* +a) > b*(a* +b) hay

>‘b\/a2 +b‘.

Suy ra avb* +a+b\a’ +b >0. Do do S =1. 0.25

Cau3

Cho tir gidc ABCD nodi tiép dudng tron tdm O sao cho CD khéng phai duong kinh.
Puong thang 4D va BC cét nhau tai P sao cho 4 nam gitta D va P;B nam giita C va
P. Gia str tam giac PCD nhon va c6 tryc tam 1a H. Pudng thing qua H va song song
BD cit BC tai E.Dudng thang qua H song song AC cit AD tai F .




a) Goi I 1a giao diém ctia 4C va BD. Chirng minh rang I4.PC = ID.PA.

. A IA  AB
Tam giac IAB dong dang IDC (g.g),suyra —=—.
g g dang (g.8), suy DD

. A AB PA
Tam giac PAB dong dang PCD (g.g), suyra — = —.
g g dang (g.8), suy D PC

Do do “ = 4 suy ra I4.PC = ID.PA.
ID PC

1,0
b) Goi HE cit AC tai J,HF cét BD tai Q. Chung minh réng JO /| EF.
Vi H la tryc tam tam giac PCD nén £ZHDF = ZHCE.
Lai c6 ZHFD =/ZCAD = ZDBC = ZHEC. 0,25
Suy ra tam giac HFD dong dang HEC (g.g), suy ra % = % 0.25
Va /FDQ=/ECJ, suy ra tam giac QFD ddng dang JEC (g.g), suy ra

0,25

OF _FD
JE EC




Tir do suy ra F—Q:ﬂ, suy ra JQ // EF .
EJ HE

0,25

¢) Puong thing qua £ vudng goc BC cit AD tai L, dudong thing qua F vudng goc

AD cat BC tai K. Ching minh rang L,0,K thang hang.

Vi ZLFK = ZKEL=90° nén L,K,E,F cung thudc duong tron duong kinh LK.

0,25
Tir H ké dudng thing song song 4D cit AC tai N.
Khi d6 ZHNC = Z/DAC = /DBC = ZHEC, suy ra NECH 14 ti gidc noi tiép. 0.25
Ma ZCHN =90° nén ZCEN =90°, suy ra E,N,L thing hang.
Do NL // DN va HN // DL nén NLDH la hinh binh hanh.
Va ANHF ciing 1a hinh binh hanh nén AF = HN = DL. 0,25
Ma O thudc duong trung truc cia AD nén O thudc duong trung tryc cua FL.
Chtrng minh twong tu ta c6 O thudc duong trung truc EK.
Suy ra O chinh 13 tAm ctia duong tron ngoai tiép LKEF nén O thudc dudng
thang LK. 0,25
Cho céc sd thyc duong a,b,c. Chiing minh ré“mg
(a+bj.(b+cj.(c+aj21.
b+c c+a)\c+a a+b)\a+b b+c
co 9, b _a’+b*+ac+bc S (a+b)’ +2ac+2bc _(a+b)a+b+2c)
b+c c+a (b+c)c+a)  2(b+c)c+a) 2(b+c)c+a)
Lam tuong tu roi nhén theo vé, ta duoc:
VT > (a+b+2c)(b+c+2a)(c+a+2b)'
Ciu 4 8(a+b)b+c)c+a) 0,5
bat a+b=x,b+c=y,c+a=z.
Bidu thrc trén viét thanh ¥ FY+2E+D)
8xyz 0,25

Str dung BDT Cauchy ta co: x+y22\/5;y+222\/y_z;z+x22\/;.

(X+yXy+ZXZ+x)ZL

Nhan theo vé ta duoc
8xyz




Dodé(a+bj.[b+cj.(c+a121.
b+c c+a)\c+a a+b)\a+b b+c

Dau “=" x4y ra khi va chi khi x=y =z, tuong dwong véi a=b=c.

0,25

Cau 5.

a) Cho p 1a mot sb nguyén t6 1 va cac sd nguyén duong a,b,c d6i mot phan biét thoa

mén cac s6 ab+1,bc+1,ca+1 déu chia hét cho p. Chimg minh ring a+b+c>3p+6.

Vai tro nhu nhau, gid st a >b >c.
Vi ab+1,ac+1:p nén ab—ac:p, hay a(b—c):p.

Ma ab+1ip nén a} p. Suyra b—c:p.

0,25
Dan dén b—c > p, hay b>c+ p. 0.25
Lam tuong ty ta dugc a>b+p>c+2p.
Suyra a+b+c>3p+3c. 0,25
Néu ¢ =1, thay vao ta duoc b—c=b—1ip, va be+1=b+1!p.
Suy ra 2! p, mau thudn v6i p 13 sé nguyén td 1é.
Do d6 ¢>2, suyra a+b+c>3p+6. 0,25

b) Cho 16 diém xép thanh ludi 4x4 gdom bon hang, mdi hang c6 bén diém, trong d6

khoang céch giita hai diém ké nhau trén cing mot hang hoidc mot cot bat ky déu bang 1
don vi. Hai ban Viét va Nam choi mot trd choi nhu sau: mdi ban luan phién t6 mau mot

diém chua duoc to trong 16 diém da cho, Viét choi trudc va td mau d6 sao cho hai diém

d6 bat ky co khoang cach khac J5 don vi; Nam choi sau va t6 mau xanh. Tim s diém

16n nhat ma Viét chac chan co thé to duoc.

Ta chirng minh Viét ludn c6 cach dé to duoc 4 diém.

Xét 8 diém & trén hang dau tién va hang cudi cing, trong 8 diém nay khong c6
hai diém nao c6 khoang cach bang /5. Vi Viét choi trudce, nén Viét ludn c6 thé
t6 dugc 4 trong 8 diém nay.

0,25

Ta chitng minh 4 13 s 16n nhat ma Viét chic chin c6 R

thé t6 duoc, bﬁng cach chi ra chién thuat cia Nam dé v\

Viét khong thé t6 duogc 5 diém. Phan hoach 16 diém o

thanh 4 tap hop tuong trng v61 4 mau den, xanh, vang,

d6 nhur hinh v, cac hinh nay c6 tam d6i xtng 1a tim o
ctia hinh vuéng hinh thanh tir 16 diém, va khoang cach \]Q
giita hai dinh k& nhau trong cing mét tip bang /5. ©

0,25




Viét choi trude, khi Viét t6 mau diém nao, Nam s& t6 mau diém d6i xung voi
diém d6 qua tAm ddi xtng cua hinh vudng, ciing 1a diém trong cuing mét tip hop
v6i diém ciia Viét chon, khi d6 2 diém con lai trong tap hop c6 khoang céach téi
diém cua Viét bang /5 nén Viét khong thé t6 mau vao cac diém d6. Hay néi
cich khac, Nam s& danh chin dé khién cho Viét chi c6 thé t6 mau vao mot diém
trong mdi tap hop. Do d6 véi chién thuat nay ctia Nam, Viét chi c6 thé to mau
tdi da duge 4 diém.

Vay dap s cta bai toan 12 4 diém.

0,5




